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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДИСКРЕТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ  
СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Работа посвящена параметрической идентификации 

динамических систем с распределенными параметрами, описываемыми раз-
ностными уравнениями. Исторически сложилось, что математические модели 
большинства физических явлений и технических систем описываются диффе-
ренциальными уравнениями (обыкновенными или в частных производных). 
Для определения коэффициентов этих уравнений возможно проведение только 
конечного числа измерений. Поэтому если коэффициенты уравнений являются 
функциями времени или координат, то возможно лишь их приближенное вы-
числение. В этой ситуации более естественно перейти к уравнениям в конеч-
ных разностях и рассматривать конечно-разностные модели. Кроме того, во 
многих областях физики и техники (аэродинамике, электродинамике, геофи-
зике) изначально строятся дискретные модели. В связи с этим возникает необ-
ходимость в разработке методов параметрической идентификации динамиче-
ских систем с распределенными параметрами, моделируемых разностными 
уравнениями. Насколько авторам известно, данная статья является первой ра-
ботой, посвященной этой проблеме.  

Материалы и методы. В основу исследования положено обобщение на 
разностные уравнения теоремы Бореля о решении одного класса интегральных 
уравнений.  

Результаты. Предложен общий метод идентификации параметров дина-
мических систем с распределенными параметрами, моделируемых разностны-
ми уравнениями.  

Выводы. Метод может быть использован при параметрической идентифи-
кации динамических систем, математические модели которых описываются 
дифференциальными уравнениями в частных производных или разностными 
уравнениями с многими независимыми переменными. 

Ключевые слова: распределенные параметры, идентификация, дискрет-
ные системы, импульсная переходная функция. 
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IDENTIFICATION OF DISCRETE DYNAMIC  
SYSTEMS WITH DISTRIBUTED PARAMETERS 

 
Abstract.  
Background. The study is devoted to parametric identification of dynamic sys-

tems with distributed parameters, described by the difference equations. It was his-
torically established that mathematical models of most physical phenomena and 
technical systems are described with differential equations (ordinary and with partial 
derivatives. To determine the coefficients of such equations it is possible to carry 
out only a finite number of measurements. Thus, if the equation coefficients are the 
functions of time or coordinates, it will be only possible to calculate them approxi-
mately. In such situation it is more natural to switch to equations in finite differ-
ences and to consider finite-difference models. More over, in many fields of physics 
and technology (aerodynamics, electrodynamics, geophysics) the discrete models 
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are built initially. Due to this fact there is a necessity to develop methods of para-
metric identification of dynamic systems with distributed parameters, modeled by 
the difference equations. As far as the authors know, the present article is the first 
one considering the said problem.  

Materials and methods. The research is based on generalization of the difference 
equations of the Borel theorem on solution of integral equations of one class.  

Results. The authors suggest a general method of identification of parameters of 
dynamic systems with distributed parameters, modeled by the difference equations.  

Conclusions. The method may be applied in parametric identification of dynamic 
systems, mathematical models of which are described by differential equations with 
partial derivatives or by difference equations with many independent variables. 

Key words: distributed parameters, identification, discrete systems, impulse 
transition function. 

 
В работе предлагается метод параметрической идентификации дис-

кретных динамических систем с распределенными параметрами, описывае-
мых разностными уравнениями  

 0
1 1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
n m

i j
i j

a k u k i l b k u k l j c k u k l f k l
= =

+ + + + =  , , 0,1,2,...k l =  (1) 

с начальными условиями  

  (0, ) 0,u l =  ( , ) 0,u i l =  1,2,..., 1;i n= − 0,1,2,...,l =   (2) 

и краевыми условиями  

  ( ,0) 0,u k =  ( , ) 0,u k j =  1,2,..., 1;j m= − 0,1,2,...k = ,  (3) 

где ( , ),f k l  ( , )u k l  – входной и выходной сигналы соответственно; 

, 0,1,2,...k l =  – дискретные переменные; ( ),ia k  1,2,..., ;i n=  ( ),jb k  

1,2,..., ;j m=  0 ( ),c k  , 0,1,2,...k l =  – коэффициенты, которые являются пара-

метрами системы. 
Основными математическими моделями, используемыми при описании 

систем с распределенными параметрами, являются дифференциальные урав-
нения в частных производных (например, уравнение теплопроводности, диф-
фузии и т.д.). При этом измерение значений физического поля, которое ха-
рактеризует протекание физического процесса, как правило, известно в дис-
кретные значения времени и в определенной точке пространства. Поэтому от 
дифференциальных уравнений в частных производных переходят к разност-
ным уравнениям вида (1). Коэффициенты в уравнении (1) характеризуют 
протекание физического процесса, их определение является актуальной зада-
чей. В случае непрерывных систем, описываемых обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями, восстановление коэффициентов уравнений рас-
смотрено в работах [1–5]. 

В случае систем, описываемых обыкновенными дифференциальными 
уравнениями с дробной производной, восстановление коэффициентов урав-
нений рассмотрено в работах [6, 7]. Работы, посвященные восстановлению 
переменных коэффициентов разностных уравнений, моделирующих системы 
с распределенными параметрами, авторам не известны. 
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Постановка задачи. Требуется, подавая два тестовых сигнала 1( , ),f k l  

2 ( , )f k l , , 0,1,2,...k l = , и зная соответствующие выходные сигналы 1( , ),u k l  

2 ( , )u k l , , 0,1,2,...k l = , системы (1), найти параметры системы ( ),ia k  

1,2,..., ;i n=  ( ),jb k  1,2,..., ;j m=  0 ( )c k , 0,1,2,...k =  

Рассмотрим Z -преобразования для входного и выходного сигналов по 
переменной l , которые определяются равенствами [8]: 

[ ]1 1
0

( , ) ( , ) ( , ) l

l

U k z Z u k l u k l z
∞

−

=
= =  – для выходного сигнала, 

[ ]1 1
0

( , ) ( , ) ( , ) l

l

F k z Z f k l f k l z
∞

−

=
= =  – для входного сигнала. 

Применив к уравнению (1) Z -преобразование по переменной l  и учи-
тывая начальные условия (2), имеем 

( )1
1 1 -1 1 0 1 1

1

( ) ( , ) ( ) ( ) ... ( ) ( , ) ( , )
n

m m
i m m

i

a k U k i z b k z b k z c k U k z F k z−

=
+ + + + + = . 

Введя обозначение 1
0 1 1 1 1 0( , ) ( ) ( ) ... ( )m m

m ma k z b k z b k z c k−
−= + + + , при-

ходим к разностному уравнению 

 1 0 1 1 1
1

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

i
i

a k U k i z a k z U k z F k z
=

+ + =   (4) 

с начальными условиями  

1(0, ) 0,U z =  1( , ) 0,U k z =  1,2,..., 1.k n= −  

Уравнение (4) является разностным уравнением; 1z  будем рассматри-
вать как параметр. Рассмотрим виртуальную динамическую систему, описы-
ваемую уравнением (4), где 1z  – параметр; 1( , ),F k z  1( , )U k z  – входной и вы-

ходной сигналы соответственно; ( ),ia k  1,2,..., ;i n=  ( ),jb k 1,2,..., ;j m=   

0 ( )c k  – параметры системы, подлежащие определению. Систему, описывае-
мую уравнением (4), будем рассматривать как параметрическую систему, а 
импульсную переходную функцию 1( , , )h k l z  системы (4) – как параметриче-
скую импульсную переходную функцию. 

Поставленную задачу разобьем на две задачи. 
Первая задача. Требуется, подавая два тестовых сигнала 1( , ),f k l  

2 ( , )f k l  и зная соответствующие выходные сигналы 1( , ),u k l  2 ( , )u k l  системы 
(1), определить импульсную переходную функцию системы (4). 

Решение. Определение импульсной переходной функции системы (4) 
основано на следующей теореме. 

Теорема. Пусть последовательности ( ),x k  ( )y k , 0,1,2,...k = , связаны 
формулой  
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0

( ) ( , ) ( )
k

l

y k g k l x l
=

= , 0,1,2,...k = , (5) 

Z -преобразование последовательности ( , )g k l  по переменной k  имеет вид 

[ ]
0

( , ) ( , ) ( , ) k

k

G z l Z g k l g k l z
∞

−

=
= =  и удовлетворяет условию 

 [ ]ˆ( , ) ( ) ( ) lG z l G z q z −= ,  (6) 

где ˆ ( ),G z  ( )q z  – аналитические функции. 
Тогда  

  ˆ( ) ( ) ( ( ))Y z G z X q z= .  (7) 

Доказательство. Z -преобразование выражения (5) имеет вид 

0 0

( ) ( , ) ( ) k

k l

Y z g k l x l z
∞ ∞

−

= =

 
 =
 
 

  . Меняя порядок суммирования (эта возможно-

сть следует [9] из сходимости последовательностей ( , ),g k l  ( )y k  по ,k l ), 
получим 

[ ]
l 0 0 l 0

ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) lk

k

Y z x l g k l z x l G z q z
∞ ∞ ∞

−−

= = =

 
 = = =
 
 

    

[ ]
l 0

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))lG z x l q z G z X q z
∞

−

=
= = , 

откуда следует справедливость (7).  
Следствие. В случае, когда последовательность ( , )g k l  инвариантна  

к сдвигу, т.е. имеет вид ( , ) ( )g k l g k l= − , получаем известную теорему о  
Z -преобразовании свертки двух последовательностей [1, 8, 9], которая опре-
деляется выражением  

 
0

( ) ( ) ( )
k

l

y k g k l x l
=

= − .  (8) 

Пусть  

[ ]
0

( ) ( ) ( ) k

k

X z Z x k x k z
∞

−

=
= = , [ ]

0

( ) ( ) ( ) k

k

Y z Z y k y k z
∞

−

=
= = , 

[ ]
0

( ) ( ) ( ) k

k

G z Z g k g k z
∞

−

=
= = . 

Тогда Z -преобразование (8) имеет вид  

  ( ) ( ) ( )Y z G z X z= .  (9) 
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Действительно, так как [ ]( ) ( )Z g k G z= , то по теореме смещения 

[ ]( ) ( ) lZ g k l G z z−− = , следовательно удовлетворяет условию (6), где ( )q z z= , 

т.е. из (7) следует (9). 
Приведенная теорема является аналогом теоремы Бореля для непре-

рывных систем, которая рассмотрена в работе [10]. Там же предложен метод 
идентификации непрерывных динамических систем, использующий теорему 
Бореля. 

Следуя [11], представим связь вход–выход системы (4) в виде выра-
жения 

  1 1 1
0

( , ) ( , , ) ( , )
l

U k z h k l z F k z
∞

=
=   (10) 

для систем, описываемых разностными уравнениями вида (4) с переменными 
параметрами, и  

  1 1 1
0

( , ) ( , ) ( , )
l

U k z h k l z F k z
∞

=
= −   (11) 

для систем, инвариантных к сдвигу, которые описываются разностными 
уравнениями с постоянными параметрами. 

Здесь 1( , )U k z  – выходной сигнал; 1( , )F k z  – входной сигнал; 1( , , )h k l z  – 
импульсная переходная функция системы (4). 

Для уравнения (10) утверждение данной теоремы примет следующий 
вид. 

Пусть Z -преобразование по переменной l  функции ( , )u k l  есть 

1( , )U k z , а функции ( , )f k l  – 1( , )F k z ; пусть Z -преобразования по 

переменной k  функций 1( , )U k z  и 1( , )F k z  есть 2 1
ˆ ( , ),U z z  2 1

ˆ ( , )F z z . 

Пусть Z -преобразование функции 1( , , )h k l z  по переменной k  имеет 

вид [ ]1 1 2 2 1
0

( , , ) ( , , ) ( , , )k

k

Z h k l z h k l z z H z l z
∞

−

=
= =  и удовлетворяет следующему 

условию: Z -преобразование по переменной k  имеет вид 

  [ ]2 1 2 1 2
ˆ( , , ) ( , ) ( ) lH z l z H z z q z −= ,  (12) 

где 2( )q z  и 2 1
ˆ ( , )H z z  – некоторые аналитические функции.  

Тогда Z -преобразование уравнения (10) по переменной k  будет иметь 
вид 

  2 1 2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( ), ) ( , ).H z z F q z z U z z=   (13) 

Подавая на вход системы (1) два тестовых входных сигнала 1( , ),u k l  

2 ( , )u k l , получим соответствующие выходные сигналы 1( , ),f k l  2 ( , )f k l . 

Определим их Z -преобразования по обеим переменным: 1
ˆ ( , ),U z p  2

ˆ ( , )U z p , 

1̂( , ),F z p  2
ˆ ( , )F z p . 
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Воспользовавшись (13), получим систему уравнений относительно 
функций 2 1( , ),H z z  2( )q z : 

 2 1 1 2 1 1 2 1

2 1 2 2 1 2 2 1

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( ), ) ( , ),

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ( ), ) ( , ).

H z z F q z z U z z

H z z F q z z U z z

 =


=

  
(14)

 

Решая данную систему, находим функции 2 1( , ),H z z  2( )q z . 

Тогда функция 1( , , )h k l z  определяется как обратное Z -преобразование 

формулой  

1
1 2 1 2 2

1
( , , ) ( , , )

2
k

C

h k l z H z l z z dz
i

−= =π
 

 [ ] 1
2 1 2 2 2

1 ˆ ( , ) ( ) ,  , 0,1,...
2

l k

C

H z z q z z dz k l
i

− −= =π
  (15) 

Вычисляя интеграл в правой части формулы по квадратурным форму-
лам, получаем приближенное значение импульсной переходной функции. 

Отметим, что вычисление контурного интеграла в выражениях (15) 
является достаточно трудоемкой задачей. Поэтому для нахождения обратного 
Z -преобразования можно воспользоваться следующей вычислительной 
схемой [1], основанной на методе коллокаций. 

Рассмотрим Z -преобразование для функции 1( , , )h k l z : 

  [ ]1 1 2 2 2
0

( , , ) ( , , ) ( , , ),  0,1,...k

k

Z h k l z h k l z z H z l z l
∞

−

=
= = =   (16) 

Рассмотрим (16) как уравнения относительно функции 1( , , )h k l z . При-

меняя метод редукции и учитывая физическую реализуемость импульсной 
переходной функции ( 1( , , ) = 0h k l z  при <k l ), уравнение (16) при каждом 

значении 0,1,...,l N=  представим в виде  

 1 2 2 1
=

( , , ) = ( , , ), = 0,1,..., ,
N

k

k l

h k l z z H z l z l N−   (17) 

где N  – достаточно большое число. 
В уравнении (17) для каждого фиксированного значения = 0,1,2,...l N  

на единичной окружности { }= ,| |= 1z zγ  выбираем ( 1)N l− +  равностоящую 

точку ( )
2 , = 0,1,..,kz k N l− , и приравняем левые и правые части уравнения (17) 

в этих точках. В результате приходим к 1N +  системе линейных алгебраи-
ческих уравнений: 

 ( )( ) ( )
1 12 2

=

( , , ) = ( , , ), = 0,1,..., ,
N kv v

k l

h k l z z H z l z N l
−

ν −  = 0,1,..., .l N  (18) 
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Система (18) однозначно разрешима, так как определитель l -й системы 

( )1N l− +  порядка ( )= 0,1,...,l N , есть определитель Вандермонда [5], 

который равен 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1(0) (0) (0)
2 2 2

1(1) (1) (1)
2 2 2

1( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1
...

1 1 1
...

. . ... .

1 1 1
...

l l N

l l N

l l NN i N i N i

z z z

z z z

z z z

+

+

+− − −

Δ = =  

( )

( )

( )

( )

(0) (0)2 2

(1) (1)2 2
(0) ( )
2 2

( ) ( )2 2

1 1
1 ...

1 1
1 ...

1

. . ... .

1 1
1 ...

N l

N l

lN i

N i N lN i

z z

z z
z z

z z

−

−

−

− −−

= =


 

( ) ( ) ( )(0) ( ) 2 22 2

1 1 1
0.

l i jN i i j z zz z − >

 
 = − ≠
 
 

∏


 

Решая систему (18) при каждом значении = 0,1,2,..., ,l N  находим 

элементы последовательности { }1( , , )h k l z , = 0,1,..., ; = ,1,..., .l N k l N  

Вторая задача. Требуется, зная импульсную переходную функцию 

1( , , )h k l z  измерительного преобразователя (4), найти параметры системы 

( ),ia k  1,2,..., ;i n=  ( ),jb k  1,2,..., ;j m=  0 ( ),c k  1,2,...k =  

Решение. Для уравнения (4) рассмотрим эквивалентное разностное 
уравнение  

1
1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...n n

n nB k z U k z B k z U k z−
−Δ + Δ +  

 0 1 1 1... ( , ) ( , ) ( , )B k z U k z F k z+ = ,  (19) 

где 1( , )nU k zΔ  – разности n -го порядка:  

1 1 1( , ) = ( 1, ) ( , ),U k z U k z U k zΔ + −  
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2
1 1 1 1 1 1( , )) = ( ( 1, ) ( , )) = ( 2, ) 2 ( 1, ) ( , ),U k z U k z U k z U k z U k z U k zΔ Δ Δ + − + − + +  

...  

1
1 1 1 1

=0

( , ) = ( ( 1, ) ( , )) = ( 1) ( , ).
n

n n n m m
n

m

U k z U k z U k z C U k m z− −Δ Δ Δ + − − +  

Следуя [12], можно показать, что коэффициенты уравнений (4) и (19) 
связаны соотношением  

1( ) = ( , )n na k B k z ; 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1( ) = ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ),n n

n n n n n n na k C B k z C B k z B k z nB k z− −
− − − −− −  

...  

0 0 1 1 1 2 1( ) = ( , ) ( , ) ( , ) ...a k B k z B k z B k z− + −  

 1 1
=0

... ( 1) ( , ) = ( 1) ( , ).
n

n m
n m

m

B k z B k z+ − −   (20) 

Поэтому для определения коэффициентов 0 ( )a k , 1( )a k , ... , ( );na k  

= 1,2,...k , уравнения (4) достаточно найти коэффициенты 0 1( , )B k z , 

1 1( , )B k z , ... , 1( , );nB k z  = 1,2,...k , уравнения (19). 

Для определения коэффициентов 0 1( , )B k z , 1 1( , )B k z , ... , 1( , );nB k z  

= 1,2,...k , уравнения (19) по известной импульсной переходной функции 

1( , , )h k l z  найдем виртуальные входные сигналы 1( , ),iF k z  = 1,2,...k , 

= 1,2,..., 1i n + , такие, что им соответствуют выходные сигналы  

 ( )
1 1( , ) = ( ), = 0,..., ,i

i iU k z k V z i n   (21) 

где 

(0) 1 при 0,
= 1( ) =

0 при < 0,

k
k k

k

≥



 (1) при 0,
=

0 при < 0,

k k
k

k

≥



  

(2) ( 1) при 1,
=

0 при < 1,

k k k
k

k

− ≥



 ...  ( ) ( 1)...( 1) при ,
=

0 при <
n k k k n k n

k
k n

− − + ≥



  

есть обобщенные степенные функции [12, 13], которые удовлетворяют усло-
виям: 

( ) ( 1)= ,n nk nk −Δ  

2 ( ) ( 2)= ( 1) ,n nk n n k −Δ −  

...  

( ) (0)= ! = !1( ),n nk n k n kΔ  
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 1 ( ) = 0 при > 0.n nk k+Δ   (22) 

Используя импульсную переходную функцию 1( , , )h k l z , представим 

каждый из выходных сигналов (21) в виде уравнений:  

 

1 1 1 1 1
=0

2 1 1 2 1
=0

1 1 1 1 1
=0

( , ) = ( , , ) ( , ),

( , ) = ( , , ) ( , ),

...

( , ) = ( , , ) ( , ).

k

l

k

l

k

n n
l

U k z H k l z F l z

U k z H k l z F l z

U k z H k l z F l z+ +




















  (23) 

Из решения системы уравнений (23) получим последовательности вир-
туальных входных сигналов 1( , ),iF k z = 1,2,...k , = 1,2,..., 1i n + , для каждой 

заданной последовательности выходных сигналов (21). 
Подставляя (21) и решение системы (23) в (19) и учитывая (22), 

получим систему линейных уравнений относительно коэффициентов 

0 1( , )B k z , 1 1( , )B k z , ... , 1( , );nB k z  = 1,2,...k : 

( )

(
( ) )

0 1 1 1

(1)
1 1 2 1 0 1

(1) (2)
2 1 3 1 1 1 0 1

(1)
1 1 1 1

( ) ( )
1 1 0 1

( , ) = ( , ),

( , ) = ( , ) ( , ) ,

1
( , ) = ( , ) 2 ( , ) ( , ) ,

2!
...

1
( , ) = ( , ) ( 1) 2 ( , ) ) ...

!

... ( , ) ( , ) .

n n n

n n

B k z F k z

B k z F k z B k z k

B k z F k z B k z k B k z k

B k z F k z n n B k z k
n

B k z k B k z k

+




−

 − −



 − − ⋅ ⋅ −

 − Δ −




 

Значения искомых коэффициентов исходного разностного уравнения 
(4) найдем из соотношений (20). 

Для определения параметров ( ),jb k  1,2,..., ;k m=  0 ( )c k  уравнения (1) 

воспользуемся вычисленным коэффициентом 0 1( , )a k z , для которого запи-

шем выражение 

  ( )1
1 1 1 1 1 0 0 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ( , )m m

m mb k z b k z b k z c k a k z−
−+ + + + = .  (24) 

Аппроксимируя правую часть уравнения (24) полиномом степени m  по 

степеням 1z  

  1
0 1 1 1 1 1 1 0( , ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m

m ma k z A k z A k z A k z A k−
−= + + + +   (25) 
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и приравнивая коэффициенты полинома и выражения слева в уравнении (24) 
при одинаковых степенях 1z , вычислим искомые значения параметров  

( ) ( ),i ib k A k=  1,2,..., ;i m=  0 0( ) ( )c k A k= .  

Таким образом, восстановление коэффициентов исходного разностного 
уравнения (1) сводится к восстановлению параметрической импульсной пере-
ходной функции для уравнения (4), которая определяется по двум тестовым 
сигналам методом, описанном в первом разделе. Отметим, что при известной 
импульсной переходной функции системы для восстановления коэффициентов 
разностного уравнения не требуется проводить реальные испытания. 

Пример. Рассмотрим измерительный преобразователь, функциониро-
вание которого описывается разностным уравнением  

  ( ) ( 1, ) ( ) ( , 1) ( , )a k u k l b k u k l f k l+ + + = ,  (26) 

где ( , ),f k l  ( , )u k l  – входной и выходной сигналы соответственно; ( ),a k   

( )b k  – подлежащие определению коэффициенты, характеризующие работу 

измерительного преобразователя. Пусть ( ) 2,a k =  ( ) 3b k = . Требуется найти 

коэффициенты уравнения (26), зная два тестовых входных и соответст-
вующих им выходных сигнала. 

Применив Z -преобразование к уравнению (26) по переменной l , по-
лучим 

 1 1 1 1( ) ( 1, ) ( ) ( , ) ( , )a k U k z b k z U k z F k z+ + = . 

Введя обозначение 0 1 1( , ) ( )a k z b k z= , предыдущее равенство запишем  

в виде  

  1 0 1 1 1( ) ( 1, ) ( , ) ( , ) ( , )a k U k z a k z U k z F k z+ + = .  (27) 

Определим импульсную переходную функцию 1( , , )h k l z  системы, опи-

сываемую уравнением (27). 
В качестве входных сигналов возьмем  

1

2

( , ) 3 2 5 ,

( , ) 12 2 3 8 2 9 3 5,lk k l k

f k l k l kl

f t x

= + +


= ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

 

им соответствуют выходные сигналы:  

( )( )
1

2

( , ) ,

( , ) 2 1 3 1 .l k

u k l kl

u t x

=
 = − −

 

Z -преобразование функций 1 2 1 2( , ), ( , ), ( , ), ( , )u k l u k l f k l f k l  по пере-

менной l  имеет вид: 
– для входных сигналов:  

 
( )
( )

( )
( )( )

1 1
1 1 11 1

1 12
1 11

3 3 2 3 22 3 2
( , ) , ( , ) ;

1 21

k kz z zz k kz
F t p F t p

z zz

+ +− + ⋅ −+ +
= =

− −−
  (28) 
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– для выходных сигналов: 

  
( )

( )
( )( )

11
1 22

1 11

3 1
( , ) , ( , )

1 21

kzkz
U k l U t x

z zz

−
= =

− −−
.  (29) 

Z- преобразования выражений (28), (29) по переменной k  для имеют 
вид 

 
( )

( ) ( )
2 1 2 1

1 2 1 2 2
2 1

2 3ˆ ( , ) ,
1 1

z z z z
F z z

z z

+
=

− −
 

 
( )

( )( )( )( )
2 1 2 1

2 2 1
2 2 1 1

2 2 3ˆ ( , ) ,
1 3 1 2

z z z z
F z z

z z z z

+
=

− − − −
  (30) 

 
( ) ( )

2 1
1 2 1 2 2

2 1

ˆ ( , ) ,
1 1

z z
U z z

z z
=

− −
 

 
( )( )( )( )

2 1
2 2 1

2 2 1 1

2ˆ ( , ) .
1 3 1 2

z z
U z z

z z z z
=

− − − −
  (31) 

Подставляя (30), (31) в систему уравнений (14) , получим 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )( )( )

( )( )( )( )

2 1 2 1 2 1
2 1 2 2 2 2

2 1 2 1

2 1 2 1
2 1

2 2 1 1

2 1

2 2 1 1

( ) 2 ( ) 3ˆ ( , ) ,
( ) 1 1 1 1

2 ( ) 2 ( ) 3ˆ ( , )
( ) 1 ( ) 3 1 2

2
,

1 3 1 2

q z z q z z z z
H z z

q z z z z

q z z q z z
H z z

q z q z z z

z z

z z z z

+
=

− − − −
 +

=
− − − −


 =

− − − −

 

откуда 2 1
2 1

1ˆ ( , ) ,
2 3

H z z
z z

=
+

 2 2( ) ,q z z=  2 1 2
2 1

1
( , , )

2 3
lH z l z z

z z
−=

+
.  

Найдем обратное Z -преобразование по переменной 2z  для функции 

2 1
2 1

1ˆ ( , )
2 3

H z z
z z

=
+

. Разложим 2 1
ˆ ( , )H z z  в ряд Лорана: 

2 1
112 1 2

2

1 1 1ˆ ( , )
32 3 2

1
2

H z z
zz z z

z−
= = =

+  +  
 

 

2
1 21 1 1

2 2 2
2

3 3 31
1 ... ( 1) ...

2 2 2 2

k
k kz z z

z z z
z

− − −       = − + − + − + =            
 

2 1
1 2 3 11 1 1

2 2 2 2
3 3 31 1 1 1

... ( 1) ... ,
2 2 2 2 2 2 2

k
k kz z z

z z z z
−

− − − − −       = − + − + − +            
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отсюда обратное Z -преобразование для функции 2 1
ˆ ( , )H z z  по переменной 

2z  будет 

1
1 1 1

0 при 0,
ˆ( , ) 31

( 1) при 1,2,...
2 2

k
k

k

h k z z
k

−
−

=
=  − =  

 

 

По теореме смещения обратное Z -преобразование для функции 

2 1 2
2 1

1
( , , )

2 3
lH z l z z

z z
−=

+
 будет определяться равенством 

[ ]1 1
2 1 1

ˆ( , , ) ( , )Z H z l z Z h k l z− −  = −  , 

т.е. 

1 1
1 1 1 1

0 при ,

( , , ) ( , ) 31
( 1) при , 1,2,...;

2 2

k
k l

k l

h k l z h k l z z
k l k

− −
− −

=
= − =  − > =  

 

 

11
1 1

1 1
0

31
( , ) ( 1) ( , )

2 2

k lk
k l

l

z
U k z F l z

− −−
− −

=

 = −  
 

 . 

Для определения коэффициентов уравнения (27) рассмотрим эквива-
лентное конечно-разностное уравнение: 

  1 1 1 0 1 1 1( , ) ( 1, ) ( , ) ( , ) ( , )B k z U k z B k z U k z F k zΔ + + = .  (32) 

Коэффициенты уравнений связаны соотношениями (20) и в данном 
случае имеют вид 

  1 1 1

0 1 0 1 1 1

( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

a k z B k z

a k z B k z B k z

=
 = −

  (33) 

Для найденной импульсной переходной функции 1( , )h k l z−  системы 

(27) вычислим виртуальные входные сигналы 1 1 2 1( , ), ( , )F k z F k z  так, чтобы 
соответствующие выходные сигналы имели вид  

  1 1
1 1

1( ) ( ), 0,
( , )

0, 0,

k v z k
U k z

k

≥
=  <

  2 1
2

( ), 0,
( , )

0, 0,

kv z k
U t p

k

≥
=  <

  (34) 

где 1 1( ),v z  2 1( )v z  есть некоторые аналитические функции, для которых 
определено обратное Z -преобразование. 

Искомые последовательности 1 1( , ),F k z  2 1( , )F k z  найдем из решения 
уравнений: 

11
1 1

1 1 1
0

31
1( ) ( ) ( 1) ( , )

2 2

k lk
k l

l

z
k v z F l z

− −−
− −

=

 = −  
 

 , 
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11
1 1

2 1 1
0

31
( ) ( 1) ( , )

2 2

k lk
k l

l

z
kv z F l z

− −−
− −

=

 = −  
 

 . 

Найдем решение первого уравнения: 
– при 1k =  получим 1 1 12 ( ) (0, )v z F z= ; 

– при 2k =  получим 1
1 1 1 1

3
2 ( ) (0, ) (1, )

2

z
v z F z F z

 = − + 
 

, откуда 

1 1 1 1 1 1(1, ) 2 ( ) 3 ( )F z v z z v z= + , или ( )1 1 1 1(1, ) 2 3 ( )F z z v z= + ; 

– при 3k =  получим 
2

1 1
1 1 1 1 1

3 3
2 ( ) (0, ) (1, ) (2, )

2 2

z z
v z F z F z F z

   = − +   
   

, 

откуда 

( )
2

1 1
1 1 1 1 1 1

3 3
(2, ) 2 ( ) 2 2 3z ( )

2 2

z z
F z v z v z

   = − + +   
   

, или ( )1 1 1 1(2, ) 2 3 ( )F z z v z= + , 

и т.д., ( )1 1 1 1( , ) 2 3 ( )F k z z v z= + . 

Решением первого уравнения будет последовательность 

  ( )1
1 1 1

2 при 0
( , )

2 3 ( ) при 1,2,...

k
F k z

z v z k

=
=  + =

  (35) 

Найдем решение второго уравнения: 
– при 1k =  получим 2 1 12 ( ) (0, )v z F z= ; 

– при 2k =  получим 1
2 1 1 1

3
2 2 ( ) (0, ) (1, )

2

z
v z F z F z

 ⋅ = − + 
 

, откуда 

1 2 1 1 2 1(1, ) 2 2 ( ) 3 ( )F z v z z v z= ⋅ + , или ( )1 1 2 1(1, ) 2 2 3 ( )F z z v z= ⋅ + ; 

– при 3k =  получим 
2

1 1
2 1 1 1 1

3 3
2 3 ( ) (0, ) (1, ) (2, )

2 2

z z
v z F z F z F z

   ⋅ = − +   
   

, 

откуда 

( )
2

1 1
1 2 1 1 2 1

3 3
(2, ) 2 3 ( ) 2 2 2 3z ( )

2 2

z z
F z v z v z

   = ⋅ − + ⋅ +   
   

, 

или ( )1 1 1 1(2, ) 2 3 2 3 ( )F z z v z= ⋅ + ⋅ , 

и т.д., ( )1 1 1 1( , ) 2k ( 1)3 ( )F k z k z v z= + − , 1,2,...k = , или заменяя k  на 1k − , 

получим решение второго уравнения: 

  ( )1 1 1 1( , ) 2 3 2 ( ), 0,1,2,...F k z k kz v z k= + + =   (36) 

Подставляя (34), (35), (36) в (32), получим систему уравнений 

0 1 1

1 1 0 1 1

( , ) = 2 3 ,

( , ) ( , ) = 2 3 2,

B k z z

B k z B k z k k kz

+
 + + +

 



№ 2 (30), 2014                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 47

= 1,2,...,k  отсюда 0 1( ) = 2 3 ,B k z+  1( ) = 2, =1,2,...B k k   

Используя соотношение (30), найдем коэффициенты 0 1( , ), ( )a k z a k : 

1

0 1 0 1 1

( ) = ( ) = 2,

( , ) = ( ) ( ) = 3 .

a k B k

a k z B k B k z


 −

 

Следовательно, коэффициенты уравнения (20) равны ( ) = 2,a k  
( ) = 3b k , что совпадает с точными значениями. 
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